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Cuvant introductiv

Teza de fata reflecta activitatea mea stiintifica din ultimii doi ani din cadrul Departamentul de
Fizica Computationala si Tehnologii Informationale (DFCTI) al Institutului de Fizica si
Inginerie Nucleara Horia Hulubei si Centrului de Fizica Teoretica (CFT) al Facultatii de Fizica
a Universitatii Bucuresti. Activitatea din cadrul CFT a fost coordonata de dl Prof. Univ. Dr.
Virgil BARAN, coordonatorul stiintific al prezentei teze, in timp ce aceea din cadrul DFCTI a
fost coordonata de dl Dr. Alexandru NICOLIN, alaturi de care am scris trei dintre articolele pe
care se bazeaza teza. De-a lungul ultimilor doi ani am activat in cadrul mai multor proiecte de
cercetare, cel mai important fiind proiectul IDEI Collective dynamics, dissipation and
fragmentation in mesoscopic quantum systems coordonat de Prof. BARAN, proiect caruia ii sunt
circumscrise majoritatea rezultatelor prezentate in aceasta teza.

Un rol aparte in activitatea de cercetare l-au avut Prof. Univ. Dr. Ricardo CARRETERO-
GONZALEZ de la Departamentul de Matematica si Statistica al Universitdtii din California, San
Diego, si Conf. Univ. Dr. Antun BALAZ de la Institutul de Fizica din Belgrad. Prof.
CARRETERO-GONZALEZ m-a introdus in teoria functiilor q-Gaussiene folosite in capitolele 3
si 4, fiind, de asemenea, o gazda excelenta de-a lungul vizitei mele in San Diego, in timp ce cu
Conf. Antun BALAZ am avut bucuria de a discuta pe larg despre dinamica neliniard a
condensatelor Bose-Einstein in cadrul intalnirilor de la Belgrad si Trieste. La Belgrad discutiile
au avut loc in cadrul intdlnirii grupului de fizica computationald, in timp ce discutiile de la
Trieste au fost prilejuite de scoala ICTP Advanced School on Scientific Software Development:
Concept and Tools co-organizatd de Conf. BALAZ, fiind orientate cu precddere pe eficienta
integratorilor simbolici. Multumesc, de asemenea, dl Dr. Anastas MISHEV de la Facultatea de
Stiinta Calculatoarelor a Universitatii Sfintilor Cyril si Methodius din Skopje cu care am purtat
discutii extrem de rodnice asupra randamentului integratorilor simbolici atat la Skopje cdt si in
cadrul conferintei ICT Innovation 2012 din Ohrid.

In final, multumirile mele se indreapta catre colegii din cadrul DFCTI alaturi de care lucrez de
mai bine de cinci ani, in special catre dl Dr. Mihnea Dulea, seful departamentului, si catre
famila mea, care m-a sustinut cu fermitate in inerentele momente de determinare scazutd.
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1. Introducere

Intelegerea curentd a temperaturilor scizute porneste de la experienta noastra de zi cu zi
cu lumea exterioarl. Chiar daca temperatura de inghet este consideratd scazuta de catre marea
majoritate, comportamentul sistemelor fizice aflate la aceastd temperatura este incd unul clasic,
fiind necesare temperaturi cu mult mai scazute pentru a observa procese fizice calitativ diferite
de cele clasice.

Istoria fenomenelor fizice observate la temperaturi foarte joase este una pasionanta si
mentiondm in acest sens observarea supraconductivitatii iIn 1911, in 1913 fiindu-i acordat
premiul Nobel lui Heike Kamerlingh Onnes pentru investigatiile sale asupra proprietatilor
materiei la temperaturi scazute care au dus printre altele la producerea heliului lichid urmeaza

apoi obtinerea a superfludititii * He in 1938 si ceaa * He in 1972.

Aparitia proceselor de rdcire In cadrul cérora sunt folosite fascicule laser in 1980
marcheaza o noud etapa In istoria fizicii temperaturilor scazute si reprezintd primul pas
semnificativ In vederea obtinerii unui condensat Bose-Einstein atomic format dintr-un gaz
bosonic diluat ricit la temperaturi de ordinul sutelor si zecilor de nanokelvini sub temperatura de
tranzitie.

Obtinute experimental pentru prima data in 1995 de catre Eric Cornell si Carl Weiman de
la University of Colorado, Boulder, si Wolfgang Ketterle de la Massachusetts Institute of
Technology, condensatele Bose-Einstein au reprezentat multd vreme “Sfantul Graal” al fizicii
experimentale. Prezicerea teoretica a condensarii Bose-Einstein de catre Satyendra Nath Bose [9]
si Albert Einstein precede cu sapte decenii realizarea experimentald a acestei stdri, existand
foarte putine semne in aceastd perioada care sd indice efervescenta stiintifica actuala.

Cresterea exploziva a interesului asupra condensatelor Bose-Einstein este evidentiata atat
de numarul mare de articole publicate Tn domeniu cat si de diversitatea cercetdtorilor atrasi de
subiect. Astfel, fizicieni specializati in fizica nucleard, fizica atomica, opticd cuantica, optica
neliniard, fizica materiei condensate s.a.m.d. Incep studiul condensatelor Bose-Einstein atrasi de
flexibilitatea experimentald a sistemelor in care sunt obtinute acestea si de acuratetea modelelor
teoretice folosite In descrierea cantitativd a proprietatilor acestor condensate.

La nivelul fundamental de intelegere, condensarea Bose-Einstein reprezintd ocuparea
macroscopica a starii cuantice de energie minima. Numarul mic de atomi din condensatele Bose-
Einstein de la mijlocul anilor *90 a ridicat uneori semne de Intrebare asupra obtinerii acestei noi
stari a materiei (deoarece nu era evident din rezultatele experimentale ca starea de energie
minima este ocupatd macroscopic) si nu este lipsit de importanta faptul ca dintre cele trei grupuri
care au lucrat in vederea obtinerii condensarii Bose-Einstein doar doud au primit cu premiul
Nobel.

Cand un gaz bosonic este racit sub o temperaturd critici 7., o mare parte din bosoni

condenseaza in starea cuanticd cea mai joasd. Atomii la temperatura 7' si cu masa m pot fi
considerati pachete cuantice de unda care au o intindere spatiald de ordinul lungimii de unda

termice de Broglie 4, = (27u‘1/kaT )1/2. Valorea lui 4, reprezintd imprecizia in pozitie asociata

cu distributia impusului termic si creste cu descresterea temperaturii. Cand atomii sunt raciti
pana la punctul in care A, este comparabil cu separarea interatomica, pachetele de unda atomica
se suprapun si gazul Incepe sa devind o “supd cuatincd” de particule care nu pot fi distinse. In
acel moment bosonii suferd o tranzitie de faza in sensul mecanicii cuantice si formeazd un
condensat Bose-Einstein (Figura 1). Dacd atomii sunt fermioni, racirea aduce treptat gazul
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aproape de o “mare Fermi”, stare n care cate un fermion ocupa un nivel energetic pornind de la
nivelul de energie minima.
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Figura 1: Formarea condensatelor Bose-Einstein. La temperaturi ridicate, un gaz bosonic se comporta clasic asemeni
unui “sistem de bile de biliard”. La temperaturi scazute atomii pot fi considerati pachete cuantice de unda care au o
intindere spatiald de ordinul lungimii de unda termice de Broglie. Atunci cand gazul este racit sub o temperatura

criticd 7., o mare parte din atomi condenseaza in starea cuantica cea mai joasd. La 7' = 0 toti bosonii sunt in starea

de energie minima si formeaza un condensat Bose-Einstein perfect. Imaginea este preluatd din Ref. [39].

Descrierea precedentd este departe de a fi corectd in ciuda aparentei simplitati. Sa ne
gandim doar la faptul cd, pe masura ce descrestem temperatura, gazul trece, in principiu, printr-
un proces de condensare clasica. Aceasta este nsd evitatd prin folosirea unor gaze de densitati
foarte scizute, cam de o suti de mii de ori mai putin dense decat densitatea aerului. In aceste
conditii timpul de formare a moleculelor devine de ordinul secundelor si minutelor, acesta fiind
proportional cu inversul patratului densitatii (a se vedea Ref. [65] pentru o discutie detaliatd).
Vedem asadar ca principala problema experimentald a fost aceea de a identifica un sistem atomic
care putea ramane gazos la temperaturi extrem de joase. Steve Chu spunea de altfel Tn 1994:
“Pun pariu ci Natura ascunde condensarea Bose-Einstein de noi. In ultimii 15 ani a ficut o
treaba buna” [17].

Pentru racirea unui gaz bosonic in vederea formarii unui condensat Bose-Einstein sunt
folosite in mod curent doud metode distincte: racirea cu laser si racirea prin evaporare. Racirea
prin evaporare este folositd in partea de preracire a gazului folosind un fascicol laser ai carui
fotoni preiau energie de la atomii “fierbinti” in cadrul ciocnirilor foton-atom. Cea de-a doua
metoda, racirea prin evaporare, este folosita cand gazul a fost deja preracit si poate fi confinat
intr-o capcani magnetici. In lipsa capcanei, atomii deja prericiti s-ar lipi de suprafata
microcontainerului in care sunt depozitati. Capcane magnetice similare celor folosite pentru
condensatele Bose-Einstein sunt utilizate pentru confinarea plasmelor care nu sunt prea fierbinti.

Principiul rdcirii prin evaporare este unul extrem de intuitiv, aproape clasic. Astfel, asa
cum dintr-o ceasca aburindd de ceai sau de cafea (a se vedea Figura 2) se indeparteaza prin
evaporare cele mai fierbinti molecule, tot asa dintr-un condensat Bose-Einstein vor “evada” doar
acei atomi care au energie (si deci temperaturd) suficient de mare pentru a putea depasi
potentialul extern. Toate schemele de racire prin evaporare se bazeazd pe scidderea progresiva,
foarte lenta a tariei capcanei magnetice ce permite celor mai fierbinti atomi sa iasd din capcana
magnetica, iar celor ramasi sa atingd echilibrul termic la o temperaturd mai mica. Pentru acest
ultim pas este necesar ca scaderea tariei capcanei magnetice sa fie una foarte Inceata astfel incat
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dupd evacuarea atomilor fierbinti cei rdmasi sd aiba timpul necesar de a reatinge echilibrul

-
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Figure 2: Récirea prin evaporare. Tot asa cum dintr-o ceascd aburindd de ceai sau cafea sunt eliberate moleculele
cele mai energetice (cele mai fierbinti) si dintr-un gaz bosonic necondensat prins intr-o capcana magnetica evadeaza
atomii cu temperatura cea mai mare.

In mod curent temperaturile la care se observa condensarea Bose-Einstein sunt de ordinul
micro- si nanokelvinilor iar densititile sunt de ordinul 10*-10° ¢m ™. Functie de simetria

capcanei magnetice condensatul poate sa fie sferic, puternic turtit (in forma de disc) sau puternic
alungit (in forma de tigaretd). Ciclul de racire necesar producerii unui condensat Bose-Einstein
dura cateva minute la mijlocul anilor ’90, in timp ce acum, odatd cu automatizarea tuturor
proceselor, dureaza cateva secunde.

1.1 Condensate Bose-Einstein in gaze atomice

Prima problema asociatd condensarii Bose-Einstein in gaze atomice este aceea a estimarii
temperaturii de tranzitie si a numarului de atomi din condensat. Cantitatile relevante pentru
aceastd problema sunt masa m a particulei, numarul de particule pe unitatea de volum (notat de

obicei cu 7) si constanta lui Planck. Combinatia 7°n**/m reprezintd o energie asa ci valoarea
acesteia Impdrtita la constanta Boltzman k, reprezinta o temperatura astfel incat temperatura de
tranzitie este scrisd Tn mod conventional sub forma

h2n2/3
(1)
mk,
unde C este un factor numeric. Putem intelege calitativ formula de mai sus pornind de la faptul

ca tranzitia spre starea condensatd are loc atunci cand unda de Broglie este comparabild cu
distanta medie dintre doud particule. Stiind ca

T =C

2ﬂ7/_l2 1/2
= 2
& mk,T @)

si cd distanta medie dintre particule este de ordinul lui 7~

3 obtinem formula (1)



Un calcul mai rafinat asupra temperaturii de tranzitie arata ca pentru potentiale externe de
forma

m 5 >
—Wix; 3)

V(xl,...,xd)Z >

-
M=

temperatura critica este data pentru un condensat tridimensional de

hoN "
kT, = — 24—~ 094n@N,", (4)

LG

unde @ = (wo,m,)".
1.2 Ecuatia Gross-Pitaevskii

Ecuatia standard folosita in studiul teoretic al condensatelor Bose-Einstein a fost propusa
la inceputul anilor 60 de catre Eugene Gross si Lev Pitaevskii in doud articole independente
publicate in “Nouvo Cimento” si “Sov. Phys. JEPT” (a se vede Refs. [31, 67]). Ecuatii similare
din punct de vedere matematic sunt folosite in descrierea dinamicii trenurilor de unda
monocromatice ce se propagd in medii usor neliniare, in descrierea dinamicii usor neliniare a
undelor ce se propaga la suprafata unui lichid si a oscilatiilor Langmuir (numite de asemenea si
unde Langmuir) care apar in plasme nemagnetizate sau magnetizate usor. Insa cea mai celebri
ecuatie inruditd cu ecuatia Gross-Pitaevskii este ecuatia Ginzburg-Landau folosita in anii 50 1n
modelele de supraconductivitate [80].

Ecuatia Gross-Pitaevskii este o ecuatie Schrodinger neliniara ce descrie functia de unda
macroscopica a unui gaz condensat in sens Bose-Einstein. Pentru derivarea ei cel mai convenabil
este sa pornim de la Hamiltonianul multi-particuld a N bosoni ce interactioneaza scris in a doua

cuantificare. Considerand m masa unui boson si V,_(r) potentialul in care acestia sunt confinati
iar V' (r—r") potentialul de interactie intre doi bosoni, Hamiltonianul poate fi scris sub forma:

2
1= [dr g () —2—V2 417, () [ r.)
2m ext

+% jdrdr'zfﬁ O (O @ = W , 0, z), (5)

unde ' (r, t) si y}(r,t) sunt operatori bosonici de camp, de anihilare si respectiv creare.
Folosind ecuatia Heisenberg

iha—'/’ = [a// H] (6)

avem:

2m

ihaa—l/: = [—ﬁvz +V,(r)+ J.a’r'l/?T (r',t)V(r' —r)/?(r',t)}ﬁ. (7)



Subliniem ca aceastd ecuatie este similara ecuatiei Schrodinger, insd ¥ este un operator
de camp asa ca pentru obtinerea ecuatiei Schrodinger propriu-zise vom descompune operatorul

de cAmp sub forma

lr,t)=w(r,0)+ 0y (r,z), (8)

unde

i) = (e, o), ©)

este functia de unda a condensatului si reprezintd valoarea medie a operatorului de camp iar
51/7(r,t) descrie partea necondensatd a gazului. Pentru temperaturi considerabil mai mici decat

temperatura critica putem neglija ultimul termen din ecuatia (8).
Pe langa aceasta simplificare vom presupune de asemenea ca interactia dintre particule

este interactie de contact astfel incat V(r'—r)=U5(r'—r) unde U =47h’a/m iar a este

lungimea de imprastiere intre doua particule.
fnlocuind in ecuatia (7) ¥(r,) cu w(r,¢) si V(' —r) cu US(r —r) se obtine

2
ia_'/’:[ f V2+Vw(r)+U|l//|2}4/ (10)

2m

care este ecuatia Gross-Pitaevskii dependenta de timp.
Se observa relativ usor cd Lagrangianul clasic asociat ecuatiei (10) (adica acela scris

folosind functia de unda si nu operatorii de camp) este dat de :

2
S=jdtdrz//*(r,z) ih%+%vz —V(r)—w (r,z) (11)

Ecuatia Gross-Pitaevskii propriu-zisa fiind obtinutd minimizand S functie de ", adica

dS
=0. 12
o (12)

Pentru a obtine forma independenta de timp a ecuatiei Gross-Pitaevskii putem folosi doua
abordari. Prima abordare porneste de la eliminarea termenului dy/d¢ si introducerea unui

multiplicator Lagrange 4 (cu semnificatie de potential chimic), care asigurd conservarea

numarului mediu de particule, adica:
h o, 2
— VYAV Uy = uy. (13)

Subliniem ca ecuatia Gross-Pitaevskii este o ecuatie neliniara cu derivate partiale care
necesitd importante resurse de calcul pentru rezolvarea ei numericd. Pentru simplificarea
investigatiilor asupra dinamicii condensatelor Bose-Einstein se deosebesc de obicei doua



regimuri calitativ diferite: regimul de densitate scdzutd si regimul de densitate Tnaltd (numit si
Thomas-Fermi). In primul regim condensatul este usor neliniar iar ecuatia Gross-Pitaevskii poate
fi rezolvata eficient folosind metode variationale ce au la baza o functie de unda test (ansatz)
inruditd cu solutia ecuatiei Schrodinger liniare, in timp ce 1n al doilea regim este convenabila
utilizarea modelelor hidrodinamice si a calculelor variationale ce folosesc functii test g-
Gaussiene.

1.3 Efecte stohastice in dinamica la temperatura finita

Discutia precedentd presupunea un condensat ideal la o temperaturd foarte aproape de
0 K astfel incat efectele asociate cu interactia dintre partea necondensatd a condensatului (asa-
numitul nor termic) si atomii in stare condensata sd poatd fi neglijatd. In aceastd sectiune ne
propunem sd prezentdm pe scurt o abordare teoretica capabild sa descrie cuplajul dintre cele doua
componente mentionate mai sus. In acest fel putem studia efecte ale norului termic asupra
modurilor colective si regimului neliniar al condensatului. Dupa cum vom vedea ciocnirile dintre
atomii in stare condensata si cei necondensati modelate de o integrala de ciocnire de tip
Boltzmann introduc efecte stohastice asupra dinamicii condensatului Bose-Einstein. Ideea
cuplarii unui condensat Bose-Einstein descris de o ecuatie de tip Gross-Pitaevskii cu o ecuatie de
tip Boltzmann care descrie dinamica gazului Bose necondensat a fost discutatd in detaliu in
lucrarile Iui Zaremba et al. [37, 38]. Principala diferenta intre ecuatia care descrie un condensat
perfect si unul care interactioneaza cu norul termic este reprezentatd de aparitia unui termen
suplimentar nehermitian care modeleaza schimbul de atomi de tip colizional dintre condensat si
norul termic. Asfel, se obtine:

i .0 =| - 2V2

unde 7(r,t) reprezintd dens1tatea locald a atomilor necondensati, care se poate obtine pornind de

+V,.,(r,t)+U|g(r, z)| +27(r,t)—iR(r, t)}b(r 1), (14)

la functia de distributie de un corp asociatd cu acestia:

i) = [ 2P Gy @ FD: (15)

unde f(p,r,t) reprezintd limita semiclasica a transformatei Wiegner a operatorului matricea
densitatii. Fluxul net de particule R(7,?)

R(r,1)= 2207 | dp, [ dp, [ dp,

Qahy I 2y’ ! 2y’
Q) S(mv, +p, —p, —p,)SE, +E, -E, -E,)
XL +Df+D) =L +D £ 1] (16)

poate fi inteles pornind de la termenul de ciocnire C,[ /7]

12[f 2|¢|J' dap, J' dap, J'(2dP4

(27h)y* 4 (27h)* Y (2720 )




X (27h)’ S(mv, +p, —p, —p, )X SE, +E, -E, -E,)
XY’ [6(p—p,)—S(p—p,) - -p)IX[(f, +Dfifi - (/D +D] (A7)

care apare in ecuatia Boltzmann pentru norul termic

0 ~
L vV, -7 T, 1)=Calrhecalr] 18)
unde ¥ (r,f) este cimpul mediu self-consistent. Mai precis
h dp
R(r,1) = Culf(p.r.0] (19)
|¢(r,t)|2 J(Zm):; 12

In ecuatia Boltzmann apare de asemenea rata de ciocniri binare dintre doi atomi necondensati
ale caror stari finale corespund tot la doi atomi necondensati:

_4r ¢ dp, dp, dp,
Calrl- a Y J (27h)’ J Qh)’ J (2mh)

x(27h)’ 8(p+p, —p, —p,)SE+E, -E, -E,)
[(F+DUfs +Df S = 6+ D +D)] (20)

Subliniem ca spre deosebire de un gaz clasic sau de un sistem de fermioni care ascultd de
princiul lui Pauli crearea unui atom intr-o stare ;j este asociatd cu factorul statistic (1+ f)),

reflectaind comportamentul “atractiv" al bosonilor, iar disparitia unui atom din starea k este
proportional cu factorul statistic f, . In cazul sistemelor de fermioni factorul statistic asociat cu

aparitia unui atom este de forma (1- f,) datorita blocajului de tip Pauli, astfel incat pentru

f; =1 starea sd devina interzisd. Se observa cd C,[f] depinde si de valoarea densitatii

condensatului, fiind uneori notat C,[f,@], conservd energia si impulsul pentru fiecare
eveniment de ciocnire. Este evident ca C,,[ f] nu conserva numarul de atomi din condensat,
acesta fiind in mod clar un efect stohastic care influenteaza dinamica partii condensate atunci
cand norul termic este semnificativ, datorita fluctuatiilor nedeterministe ale energiei si numarului
de particule.

In integralele de ciocnire energia unui atom condensat este E, iar impulsul sdu este mv_,

celelalte trei energii (E, Ez, E3 si E ,) st impulsuri (p, p,, p, si p,) fiind asociate cu atomii
necondensati implicati in ciocniri.

Este evident din ecuatia cineticd pentru norul termic cd integrala de ciocnire poate fi
reprezentata ca efectul celor doi termeni C,[ f7] si C,,[ f] adica

o

Y =Culf1+ Gl 1] (21)

coll

Pentru o descriere detaliata a seriei de aproximatii care conduc la expresia ecuatiilor
cinetice de miscare si a integralelor de ciocnire pornind de la aproximatii de tip Hartree-Fock se
poate consulta Ref. [31].



In prezenta campului mediu self-consistent si in absenta ciocnirilor ecuatia cinetici
pentru norul termic devine o ecuatie de tip Vlasov care a fost intensiv aplicatd in studiul
dinamicii de neechilibru in fizica plasmei, in studiul lichidelor Fermi (cum ar fi ° He ), in studiul
dinamicii electronilor in clusteri metalici si in fizica nucleard pentru a investiga modurile
colective si cionirile cu ioni grei. Din punct de vedere numeric implementarea formalismului
precedent pentru gaze bosonice foarte reci (partial condensate) a fost realizatd intr-o serie de
lucriri ale lui Zaremba et al. [37, 38]. In timp ce in formalismul acestora functia de distributie in
spatiul fazelor a fost discretizatd cu ajutorul functiilor 6, noi propunem, inspirdndu-ne din
aplicatiile de fizicd nucleard, ca discretizarea lui f* sa fie facuta folosind un sistem de functii

Gaussiene atat In spapiul real cat si in spatiul impulsului, anume

_ 11 1
N Qahy’ (4°w,w )3/2

Xf R R0

r p
In expresia precedenta N reprezinté numdrul de particule test per atom, astfel incat M,
numarul total de particule test, este egal cu M = NN, unde N este numarul de atomi. Latimile
functiilor Gaussiene sunt date de w, si w, si se fixeaza cu respectarea relatiei de nedeterminare

Sf(r,p,t

(22)

a lui Heisenberg si reproducerea unor proprietdti de echilibru self consistente. Avantajul
functiilor Gaussiene constd 1n generarea unui profil de densitate neted pentru partea
necondensata a gazului (chiar si cu putine particule test) ceea ce elimind unul din neajunsurile
intdmpinate in abordarea originala.

Introducand aceasta dezvoltare a functiei de distributie se poate demonstra cd ecuatia
cinetica este verificatd daca centroizii functiilor Gaussiene satisfac ecuatiile de miscare de tip
Hamilton de mai jos:

? ) (23)
t m

Pi_ v i, (24)
ot N

unde I7(rj) este campul mediu la nivelul centroidului Gaussienei ;.

Reteta numerica de rezolvare a ecuatiilor de mai sus este bine documentata in literatura
si, asa cum au aratat studii din domeniul fizicii nucleare, este asiguratd conservarea energiei pe
scale de timp relevante pentru experimente. Metoda cupldrii unei ecuatii Gross-Pitaevskii
disipative cu o ecuatie cinetica pentru functia de distributie ce caracterizeaza norul termic este
consideratd una dintre cele mai puternice metode teoretice in domeniu si a fost folosita cu succes
pentru studiul modurilor colective dipolare (oscilatie in opozitie de fazd a centrului condensatului
in raport cu componenta necondensatd), monopolare, quadrupolare si moduri de tip foarfeca
(“scissor modes”).

Una din directiile de cercetare inca neexplorata suficient, tine de impactul norului termic
asupra undelor longitudinale de densitate excitate in regimul puternic neliniar al unui condensat
Bose-Einstein. In acest regim abordarile mentionate mai sus sunt fezabile in conditii de
neechilibru si reprezintd instrumentul ideal de a studia fragmentarea condensatelor supuse la

9



excitatii parametrice externe la temperaturd finita recent observata experimental.

Pentru a demonstra utilitatea unei astfel de abordari mentiondm in Incheiere cd acest
model a reusit sa explice corect directia de deplasare a frecventei modului dipolar spre deosebire
de modelul hidrodinamic cu doua fluide (un fluid pentru componenta condensata, un fluid pentru
norul termic), care prezicea deplasarea frecventei In sens opus fatd de frecventa modului in faza.
De fapt, acest din urma model nu permitea o schimbare in forma profilului de densitate al norului
termic in miscarea relativd la condensat, modificare pe care un tratament self-consistent o
permite si are consecinte observabile. Aceastd miscare prezintd unele similaritati cu aceea
observata recent si in nucleele atomice bogate in neutroni (miscare numita “rezonanta dipolara
pygmy”), unde se considerd cd “norul” neutronic poate sa oscileze in opozitie de faza fatd de un
sambure cu numar egal de protoni si neutroni.

2. Ecuatiile Schrodinger nepolinomiale

Specificul abordarii variationale din acest capitol rezidd in simplificarea dinamicii
condensatului pe una din directiile capcanei folosind un ansatz Gaussian pentru regimul de
densitate scdzuta si unul g-Gaussian pentru regimul de densitate mare.

2.1 Regimul de densitate joasa

Descrierea dinamicii axiale a unui condensat Bose-Einstein confinat de un potential
extern cu simetrie cilindricd a fost realizatd cu ajutorul unei metode variationale de catre
Salasnich et al. [72]. Punctul de pornire al tratamentului variational este ecuatia Gross-Pitaevskii
tridimensionald dependenta de timp care descrie functia de undd macroscopica W(r,7) a

condensatului

in 9 w(r,t)= {— L V(r)+UNyr, t)z}w(r, 1), (25)
ot 2m

unde V(r) reprezintd potentialul extern al capcanei, U =4shi’a/m este amplitudinea de
imprastiere si a este lungimea de imprastiere intre doud particule, iar N reprezintd numarul de
bosoni condensati. Functia de unda in acest caz este normata la 1, anume

_[dr|w(r,t}2 =1. (26)

Asa cum am vazut in capitolele precedente, ecuatia Gross-Pitaevskii tridimensionala
poate fi obtinutd folosind principiul actiunii minime dacd este considerata ecuatie Euler-
Lagrange asociatd cu urmdtoarea functionala de actiune:

2
§ = Jatdry’ (r,z)[ih%+j_mv2 —V(r)—% Nyl o lyir.e). 27)
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Potentialul extern este de forma V(r)= %ma)i (x*+y°)+V(z) datoritd simetriei

cilindrice, iar V' (z) poate fi un potential oarecare.

Pentru descrierea dinamicii colective a condensatelor Bose-Einstein se foloseste In acest
caz tehnica variationald cea mai simpld, bazatd pe functii Gaussiene, deoarece in limita unei
amplitudini de Tmprastiere nule acestea devin solutiile exacte ale ecuatiei Schrodinger.

Functionala de actiune S este simplificatd folosind o functie de unda de proba de forma:

wlr,1)=olx, y,;0(z,1))f(z.1) (28)

unde atat ¢ catsi f sunt normate la 1 iar ¢ este

o(x, y,t;0(z,1)) p : (29)

Functiile variationale o'(z,t) sif (z,t) sunt determinate prin minimizarea functionalei de
actiune dupa calcularea integralelor in planul (x, y). Pentru a calcula integralele precedente se
presupune ca functia de unda transversald ¢ variaza lent de-a lungul directiei axiale si se ia in

considerare doar directia transversald, adicd V’¢;V?¢ unde V? =9°/0x* +0°/dy’. Introducand
functia de unda 1n ecuatia (27) si integrand spatial dupa x si y, functionala de actiune devine:

S = [adzf* (2.t ind 4 h2 G ()——gN—|fzz)|
Ao 2ma
2 2
_j_ma-z ——’";"L o’ } f(z.1). (30)

Ecuatiile Euler-Lagrange pentru f”'si o sunt:

L0 o 9 o’ 2
zhg f(z,0)= [__822 +V(z)+gN e £ (z.2)

2m
2 2
+(h_0"2 + 1O 52 Hf(z,t) (31)
2m 2
h? 1 ., 1 o 2
—o0  ——mwo+—gN—I|f(z,t) =0 32
E” Mmoot g le( ) (32)

Cea de-a doua ecuatie este o ecuatie algebrica care se poate rezolva analitic. Solutia obtinuta
aratd legatura intre o si f, adicd o =a’ 1+2aSN| f | unde g, =, Ai/m@, este lungimea

oscilatorului pe directia transversala. In acest caz o depinde de z si de ¢ din cauza dependentei
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de timp si spatiu a lui | f |2.

Acest rezultat este introdus in ecuatia (31), obtinandu-se in final o ecuatie de tip
Schrodinger dependentd de timp care are structura nepolinomiala:

2 (5
ot 2 2ma; \/1+2asN|f(Z,t)|2

m oz

ha 1 2
+ 24 ++/1+2a,N|f(z,t Hf(z,t). (33)
2 \/1+2aSN|f(Z,l)|2 \/ | X

2.2 Regimul de densitate inalta

Pentru un condensat Bose-Einstein in formd de tigareta de densitate inaltd, metoda
introdusd de Salasnich et al. [72, 74, 73] este lipsita de acuratete datoritd ansatzului Gaussian,
insa se poate obtine o ecuatie nepolinomiald similard folosind drept ansatz pentru componenta
radiala a functiei de unda functia ¢g-Gaussiand discutata in capitolul precedent. Punctul de pornire
este ca si In sectiunea precedenta ecuatia Gross-Pitaevkii si functionala de actiune asociata, a se
vedea ecuatiile (25) si (27), cu observatia cd acum vom descompune functia de unda sub forma

wlr,)=or.t;alz,1).q(z,0))f (z.1) (34)

unde ¢ si f reprezintd partea longitudinala si transversala a functiei de unda iar

o(r.t;a,q)=cl-r2a(l—q)] "™ (35)
cu a si g functii de z side . Acest ansatz are avantajul de a descrie la ¢ =1 profilul radial de

densitate mica folosit de Salasnich ez al. [72, 74, 73], dar si de a reda ecuatiile hidrodinamice ale
regimului Thomas-Fermi in vecinatatea lui ¢ =—1 (a se vedea Ref. [56]). In cel de-al doilea caz

ansatzul descrie atat partea centrald a condensatului cat si suprafata acestuia, ceea ce inseamna ca
functia si derivatele ei se integreaza cu usurinta si nu exista nici o singularitate in energia cinetica
a condensatului. Prin normarea ansatzului radial la 1 obtinem:
c= M. (36)
T
Presupunand ca in sectiunea precedenta ca functia de unda transversala ¢ variazd usor de-a
lungul directiei axiale fatd de directia transversald, adica

V2¢za—¢+a—¢ (37)
ly

si integrand in planul (x, y), functionala devine
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S[f(z,0)]= J.dtdzf* (z, t{lh J + e a—z
ot 2m oz’
_ gN|f(z,tx2 alg-3Y +£ 2a(g-3) B ma; 1 :|f(z /) (38)
2 x(5-q) 2m l+gq 2 2a(2—q)
putand fi usor minimizata. Se obtin astfel ecuatiile Euler-Lagrange pentru parametrii variationali
{f,f ,a,q}. Vom avea:

Lof(zt) h2 9’
ih————==
ot 2m a2

h_za(3—q) ma;
" m l+gq +4a(2—q)}f(z’t) )

+gN|fZ t} 7[(5_—q)

pentru f~ ( impreund cu conjugata complexa pentru f°),

N/ (q=3F 7 (B=q)__ ma
2r (S—q) m l4+¢q 4a2(2—q)

=0 (40)

pentru a, si

2 | 25-q) 7(q-5) l+q) 1+q | 4al2-q)
pentru ¢ . In timp ce ultimele doua ecuatii nu pot fi rezolvate analitic pentru o valoare arbitrard a

gN|/(z,1) [261(1 3)+g(q—3)] hz( a(3- q)+ a ]Jr moL __o 4
( 4a

lui NV, se poate arata ca pentru N >>1 avem

2
~—143 —= 42
1 ’ [as f(z,tYN] (42)

(43)

In cele din urma, folosind ecuatiile (39), (42) si (43) si neglijand termeni de O(N7"%) si
mai mici, obtinem:

2 2 1/3
Gl { L8 vono)Jal s N -2-lals
m Z

(z,tYN)/é}} fzr) (44
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3. Unde de densitate

In acest capitol vom studia aparitia undelor de densitate in condensate Bose-Einstein
fortate parametric. Motivati de rezultate experimentale recente vom analiza dinamica unui
condensat de densitate mare in forma de tigaretd confinat intr-o capcand magneticad a carei
componentd radiala variaza periodic in intensitate. Aratdm in acest capitol formarea undelor
Faraday longitudinale pentru aproape orice frecventd a excitatiei externe a tdriei componentei
radiale a capcanei magnetice. Pentru situatia particulard a unei frecvente a excitatiei externe
egala cu frecventa componentei radiale a capcanei magnetice ardtdm in acest capitol ca undele
longitudinale excitate sunt diferite de undele Faraday avand o perioada cu mult mai micd decét a
acestora si o frecventa egald cu frecventa excitatiei externe.

In descrierea undelor de densitate vom utiliza o metodd variationald similard celor
introduse in Capitolul 2 ce are la bazd o functie g-Gaussiand cu ajutorul careia descriem
componenta radiala a functiei de unda. Unda propriu zisd de densitate este descrisa prin
intermediul unei functii cosinusoidale de tipul (14 (u(¢)+iv(¢))coskz) altoita pe componenta

radiala a functiei de unda. De asemenea, vom folosi cétre finalul capitolului ecuatia
nepolinomiald derivata in capitolul precedent pentru condensate de densitate inalta pentru a arata
limitarea acestor ecuatii care nu pot surprinde analitic nici formarea undelor Faraday in
condensate fard omogenitate longitudinald, nici formarea undelor rezonante prin intermediul
transferului de energie intre modul radial si unda longitudinala.

3.1 Tratament variational

Punctul de pornire al prezentului tratament variational 1l reprezintd densitatea
Lagrangianului unui condensat Bose-Einstein prins in capcana magnetica

L(r1) =§[w(m)@—w’*(m)%]+éw ()

+ %W w(r o) +V (0l (o +£ (;)N

in care vom folosi urmatoarea functie de unda de proba
1/2 2 11-¢q
W(r,z,) = [ K3-q) } [1 =) qq (46)

2822 +u) +v)’ W)’ | | 2w ()
xcexplir’or(t) J1 + (u(t) + () )cos(kz)}

(o) (45)

Functia de unda este compusd din: i.) o componenta radiald g-Gaussiand care are ca
parametrii variationali latimea radiala a condensatului w(¢) si variabila g care descrie curbura

functiei de unda, ii.) o unda cosinusoidald de densitate care are ca parametrii variationali partea
reald u(¢f) si cea imaginara v(¢) a amplitudinii, iii.) faza o(¢) asociatd latimii radiale a
condensatului si iv.) o functie introdusa de conditia de normare
ik 2
J;k dely(r,z,0)|" =1. (47)

Componenta radiald a functiei de undd se poate integra relativ usor folosind rutina
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Integrate din MATHEMATICA, iar dupa efectuarea integrarii longitudinale obtinem
urmatorul Lagrangian:

 gkN(g—3)>(8+3u* (1) +8v* (1) +3v* (1) + 61> (1) +1 (1))

L(t)=
1672 (q=5)2+1> (1) +V () w2 (©)
+m£22(t)w2(t)+ n(k 1 g3 4w’ (t)a* (t)
4-2q m| 2 2+u’(t)+v () (+gw’ () qg—2
. (- v(t)b';(t) + u(zt)\'/(t)) W ()a) ‘ 48)
241 () + v () qg-2

Ansatz-ul nostru (si Lagrangianul asociat) este adecvat pentru condensate Bose-Einstein
in forma de tigaretd omogene longitudinal. Tratamente mai fine includ o anvelopa longitudinala
pentru cazul capcanelor longitudinale slabe care existd in multe cazuri experimentale. In acest
caz omitem Insd anvelopa longitudinald (finitd) datoritd rezonantei false care apare intre
lungimea condensatului si perioada undei de suprafata. Aplicand ecuatiile Euler-Lagrange

4oL ok _ 49)
dt\ dy
cu ye {g,w,a,v,u} obtinem urmatoarele ecuatii pentru parametrii variationali:

(T-9G-q)pg 40" mQOw'(®) _, (50)

2n(g=5°  m(l+q)* (g2’
pentru g si

a0 =— 1 (g-)| 8a=3p__ mOwl)
2hw(t) 27(g—=5)w (¢) q-—2

+h2( -3 _4w(t)0(2(t)ﬂ .

m((+gw’(e)  g-2

W(t) = 2hnadt) (52)
50— g(q—3)’ pu(r) nk’ u(t) (53)

h(g=5)w (1) 2m
a(t)Z%v(t) (54)

pentru w,o ,u si v, respectiv. Ecuatiile (51)-(54) descriu dinamica partii centrale si formarea
undelor de densitate pentru un condensat arbitrar ales, distributia densitdtii radiale a partii
centrale fiind controlatatd de g prin ecuatia (50). Natura algebrica a ecuatiei (50) care stabileste

distributia densitatii radiale se datoreaza faptului cd variabila ¢ nu are o variabila canonica
conjugatd, variabild pe care noi am omis-o intentionat din motive de maleabilitate analitica. De
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fapt, cea mai micd modificare adusa ansatzului din ecuatia (46) nu ne mai permite sd calculam
analitic integralele transversale, caz in care ramanem cu metodele variationale directe care au
aceeasi lipsa de transparenta ca si solutiile numerice ale ecuatiei Gross-Pitaevskii.

In afara rezonantei radiale, adici @# Q , putem aproxima solutia ecuatiilor (51) si (52)
prin

(6—5q+q2)(gmp(3+2q—q2)+2’m2(5_q))}1/4- (55)

1) =
w(?) [ 2mn’Q(5+4q —¢* 1+ esin tw)

Folosind aproximatia precedentd In ecuatia care descrie dinamica lui v(¢) putem rescrie
usor ecuatiile (53) si (54) sub forma ecuatiei Mathieu generale
() +u()(alk,w)+b(k,w)sin27) =0 (56)

unde

otk ) = kjh Kn \ﬁ mpgQq-3)" (q—5)(1+q) )
om\2m Nz wg=5) | Jg-2)gmp(g-3)(1+q)+2a’(q-5))

b(k w):i\/zzmkzégpgz(q_:;)yz X\/ (‘]_5)(1"“]) (58)
7 om\z @Ph(g-5) (¢-2)gmp(g-3)(1+q)+2a1° (¢ -5))

siax=2r7.
Undele observate experimental corespund celor mai instabile solutii ale ecuatiei (56).
Vom arata mai jos ca pentru valori pozitive mici ale lui b(k,w) aceste unde corespund lui

a(k,)=1 [44]. De asemenea, vom arata mai jos ca pentru valori mici ale lui b(k,w) ecuatia

(56) are solutii de forma sin(\/;‘r) si cos(\/gr), asa ca cele mai instabile solutii au o frecventa

proprie egald cu jumadtate din frecventa excitatiei externe. Aceste unde au o istorie lungd care
merge Tnapoi la “frumoasele forme observate pe nisip, umpluturi, sau alte granule plasate pe
placi vibrante”, ale lui Ernst Chladni, “care sunt asa de uimitoare ca rdman in mintile celor care
le-au vazut”, la experimentele lui Hans Christian @rsted cu pulberi usoare de lycopodium, si
“unduirile” lui Michael Faraday vazute in fluide in contact cu suprafete vribrante [24]. Deoarece
Michael Faraday a dedicat mai multe studii formarii acestor unde/striatii aducand contributii
substantiale in domeniu, aceste unde/striatii 1i poartd acum numele. Exemplul tipic de formare a
unei striatii Faraday este urmdtorul: se ia un vas umplut cu un strat subtire de lichid care este
apoi pus in oscilatie pe directie verticald. Pentru amplitudini suficient de mari o instabilitate de
unda de suprafatd genereaza striatii ce oscileaza la o frecventa egala cu jumatate din frecventa de
fortaj.

Unda Faraday este cea mai instabila undd de densitate in afara rezonantei, dar in
vecindtatea lui @=(Q aproximatia pentru w(¢) nu functioneaza, ecuatia (56) include contributia

armonicilor superioare (de amplitudini foarte mici) si apare o unda de densitate diferita. Aceasta
unda de densitate apare datoritd transferului rezonant de energie [58] intre partea centrala a
condensatului si unda de densitate, fiind necesar ca frecventa undei de densitate sa fie egald cu
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frecventa radiala a capcanei magnetice, asadar a(k, )=2".

Rezolvand analitic a(k,®)=n’ gasim

k={2¢(3- )= H @)1+ 9)(ep(G-a)g—1) +272(g—5)
N H@) (g -3)1+9)+27(g - )RR p* (g ~3) (1+9)

+ g’ i H(g)g - 3)(1+9)+ 20w (g -5 (g -2} * )}

1
x(" H(g)(gpla=3)(1+)+27(g-5)) (59)
unde H(gq)=(5—q)(2—q). Relatii de dispersie similare au fost obtinute in Ref. [57, 60] pentru

unde Faraday (adicd, n=1) prin perturbarea starii fundamentale a unui condensat Bose-Einstein
in forma de tigaretd. Cea mai apropiata relatie de dispersie de cea obtinutd mai sus este aceea
obtinutd in Ref. [60], anume

_ljomp 65 .0
k=3 Py -9p")

2
+ \/47/”3(2”3 —9yf +81%}, (60)
[0}

L

unde ¥ este densitatea liniard a condesatului, deoarece atat tratamentul din acest capitol cat si

acela din Ref. [60] folosesc o functie g-Gaussiana pentru profilul radial de densitate. Aceste
relatii, totusi, se bazeazd pe o functie de undd care nu este normatd si care nu minimizeaza
Lagrangianul, prin urmare rezultatele sunt putin fortuite.

3.2 Rezultate numerice

Rezolvand numeric ecuatiile (51)-(54) folosind o metoda Runge-Kutta obtinem dinamica
centrului condensatului si cea a undei de densitate. Analizand

A1) = n(0,7) —n(%,t] (61)
_ Al (t)
72+ () +v* (1)) ©
unde
V2w()
n(z,0)= [ =0 dr2arly| (63)

vedem cd u(¢) este un bun indicator pentru formarea undelor de densitate. Prin urmare, pentru a
analiza aparitia undei Faraday si a celei rezonante reprezentdm grafic, in Figurile 3-6, u(t)
pentru doud unde, chiar la sau in vecindtatea rezonantei radiale folosind o configuratie
experimentald reald cu N =5-10° atomi de ¥ Rb, L=180um, Q=160.5(27) Hz si £€=0.1 .
Aceste valori corespund celor folosite in Ref. [21], cu diferenta ca aici am considerat pentru

simplitate un condensat cu omogenitate longitudinala si am calculat intinderea condensatului
folosind o aproximatie Thomas-Fermi. Distributia radiald a fost determinata din solutia numerica
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a ecuatiei (50) ce duce la o valoare de echilibru ¢ =0.0822 si care indica un regim de densitate

inalta pentru condensat [56].
146 +2+1 Hz 174 «2x7 Hz

40 80 120 160

1t [ms] t [ms]
Figure 3: Dinamica lui 2(#) pentru unda Faraday (reprezentatd cu negru) si unda rezonanta (reprezentatd cu rosu)
in cazul experimental N =5-10" atomi de *" Rh, L=180um, Q=160.5(27) Hz si €=0.1 pentru
w=146(2r) Hz si w=174(2x) Hz respectiv. De retinut in ambele figuri cd unda Faraday apare
considerabil mai repede decat unda rezonanta si prezintd o dezvoltare exponentiald rapida.

160 *2x71 Hz

6x10°%
4x10°%
2x10°% \
0 |
-2x10%
-4x10%, ‘ ‘ ‘
0 40 80 120 160
t [ms]
Figure 4: Dinamica lui #(¢) pentru unda Faraday si unda rezonantd la frecventa @=160(277) Hz . Aceleasi

f=)
=l
=

setari experimentale ca mai sus. De retinut cd unda rezonantd apare exponential mai repede si ascunde complet unda
Faraday. Acest comportament este tipic excitatiei externe rezonante si este datorat unui transfer rezonant de energie
intre modul colectiv al partii centrale si unda de suprafatd emergenta.

164 +2+1 Hz
10} j
"3 0 _.AAAAA
5 A
-10}
-20%

0O 40 80 120 160
t [ms] t [ms]
Figure 5: Dinamica lui #(#) pentru unda Faraday si rezonantd la @=156(27) Hz si w=164(2x) Hz

respectiv. Aceleasi setari experimentale ca in Fig. 3. De retinut in ambele figuri ca unda Faraday si rezonantd au
instabilitate comparabila in timp, chiar daca unda rezonantd apare ceva mai repede. Cele doua figuri apartin datelor
experimentale distribuite pentru perioada observatd a undei de suprafatd inainte si dupd rezonantd care au fost
raportate In Ref. [21]
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152 «2+71 Hz 168 x2+1 Hz

t [ms] t [ms]
Figure 6: Dinamica lui #(#) pentru unda Faraday si unda rezonantd la @=152(27) Hz si @=168(2x)

HZz respectiv. Aceleasi setiri experimentale ca in Fig. 3. De retinut in ambele figuri cd unda Faraday si unda
rezonanta au instabilitate asemanatoare in timp si niciuna dintre unde nu are o explozie exponentiala.

Din figurile discutate se concluzioneaza cd pentru frecvente de modulatie diferite de
frecventa capcanei radiale, undele Faraday apar mai repede decat cele rezonante, in timp ce chiar
la rezonanta unda rezonanti creste exponential si mascheazi unda Faraday. Intr-o vecinitate a
rezonantei cele doud sunt la fel de instabile. Calculands, /s, = k,/k, folosind ecuatia (59),

anume raportul dintre perioada undei Faraday si cea a undei rezonante, se vede ca pentru toate
frecventele de interes perioada undei Faraday este de aproximativ de doud ori cea a undei
rezonante.

Sa subliniem cd modelul nostru nu descrie interactiunea reald dintre cele doua unde ci
doar surprinde formarea de unde de densitate individuale. De fapt, datele experimentale
imprastiate raportate in Ref. [21] pentru perioada observatd a undei de densitate inainte si dupa
rezonantd aratd coexistenta celor doua unde, in timp ce modelul nostru arata doar cd cele doua
unde au instabilitati asemanatoare in timp. Un model mai precis ar trebui sa includd doud unde
de densitate de perioade arbitrare, dar un astfel de model duce la o ecuatie de tipul Whittaker-
Hill pentru care exponentii Floquet (si apoi solutiile instabile) nu sunt cunoscuti analitic.
Modelul variational actual reprezintd un compromis Iintre tractabilitatea analiticd a unei
componente a undei de densitate si descrierea exactd a dinamicii centrului condensatului.

1.96: | | ‘
100 200 300 400
w [Hz]

Figura 7: Perioada undei de densitate functie de frecventa excitatiei externe. Punctele experimentale si curbele
teoretice ce urmeaza trendul descendent corespund undei Faraday in timp ce punctele izolate in jurul frecvetei

160.5(27[) Hz corespund undei rezonante. Relatiile de dispersie obtinute in Refs. [57, 60] reproduc la nivel

calitativ datele experimentale aferente undei Faraday (a se vedea curbele de culoare negra, rosie, verde si albastra),
insd numai modelul variational prezentat in acest capitol reproduce si unda rezonanta (a se vede puntul negru).
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Prezentam in cele din urmd in Figura 7 dependenta perioadei undei de densitate de
frecventa excitatiei externe, incluzand in Figura 7 atat rezultatele obtinute din relatiile de
dispersie ale ecuatiilor nepolinomiale din Refs. [57, 60] cat si relatia de dispersie din ecuatia
(59). Observam ca toate relatiile de dispersie obtinute reproduc cu acuratete relativ buna perioada
undei Faraday insd numai tratamentul variational introdus in Ref. [69] si prezentat pe larg la
inceputul acestui capitol reproduce cu acuratete unda rezonanta.

4. Concluzii

In aceasta teza am investigat prin mijloace analitice dinamica neliniara a unor condensate
Bose Einstein In forma de tigaretd. Primul nostru obiectiv a fost acela de a obtine o ecuatie
unidimensionala capabild sa descrie dinamica unor condensate tridimensionale puternic alungite
supuse la modulatii periodice ale componentei transversale a capcanei magnetice. Al doilea
obiectiv al tezei a fost acela de a oferi un tratament variational precis pentru undele de densitate
ce apar in condensate cuasi-unidimensionale datoritd modulatiilor periodice ale tariei capcanei
magnetice.

In derivarea ecuatiei nepolinomiale din Capitolul 2 am folosit procedura variationala
standard aratdnd ca ecuatiile nepolinomiale curente obtinute in ipoteza unui condensat de
densitate scazuta pot fi generalizate cu succes pentru condensate de densitate Tnaltd folosind un
ansatz radial g-Gaussian.

Principalul dezavantaj al ecuatiilor nepolinomiale este acela ca ele nu surprind cuplajul
dintre modurile transversale si cele longitudinale. Datele experimentale ale lui Engel ef al. [21]
releva un asemenea comportament rezonant care nu poate fi surprins cu ajutorul ecuatiei din
Capitolul 3. Din acest motiv am prezentat In detaliu in Capitolul 4 un tratament variational
elaborat anume pentru condensate de densitate Tnaltd care permite descrierea simultand a
modurilor colective ale condensatului si a undelor longitudinale de densitate. Cu ajutorul acestui
calcul variational am investigat competitia dintre undele de densitate ce pot fi excitate de catre
modulatiile tariei transversale a capcanei magnetice. Principalul nostru rezultat este cd pentru
frecvente ale excitatiei externe diferite de frecventa radiald de confinare unda excitatd are o
frecventd intrinseca egala cu jumatate din frecventa excitatiei externe (unda Faraday), aparand
mai rapid decét toate celelalte unde de densitate.
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